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Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ñòåïåííûõ ôóíêöèé Òàêàãè Sp(x).
Ýòè ôóíêöèè ïî êîíñòðóêöèè àíàëîãè÷íû íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè Òàêàãè T (x), îïèñàííîé â 1903 ãîäó. Îíè
èìåþò îäèí âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð p > 0 è ìîãóò áûòü çàäàíû òàê:

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííîé ôóíêöèåé Òàêàãè ñ ïàðàìåòðîì (ïîêà-
çàòåëåì) p > 0 ìû íàçûâàåì âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ Sp, çàäàâà-
åìóþ íà ÷èñëîâîé îñè R ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
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ãäå S0(x) =
∣∣x− ⌊x+ 1/2⌋

∣∣ = ρ(x,Z) = infq∈Z |x− q| � ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êîé x è áëèæàéøåé ê íåé öåëîé òî÷êîé, ⌊y⌋ � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà
y ∈ R, {y} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà y.

Ïðè p = 1 ôóíêöèÿ Sp(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Òàêàãè T (x).
×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Sp,m(x):
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Ãðàôèê ñòåïåííîé ôóíêöèé Òàêàãè y = Sp(x), èçîáðàæåííûé ñïëîø-
íîé ñèíåé ëèíèåé, âìåñòå ñ ãðàôèêàìè ÷àñòè÷íûõ ñóìì y = Sp,n(x) ïðè
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = Sp(x) ïðè p = 0,5.

n = 0, 1, 2, 3, 4, èçîáðàæåííûìè êðàñíûìè è çåëåíûìè ëèíèÿìè, äëÿ ñëó-
÷àÿ p = 0,5, ìîæíî óâèäåòü íà ðèñóíêå 1. Âåðòèêàëüíûå øòðèõïóíêòèð-
íûå ëèíèè óêàçûâàþò ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà
îòðåçêå [0; 1]: x = 1/3 è x = 2/3.

Ìû ïîëó÷èëè, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1) Ôóíêöèè Sp íà R ïðè ëþáîì p > 0 íåïðåðûâíû, èìåþò ïåðèîä 1,

ñèììåòðè÷íû è îãðàíè÷åíû, ïðè÷¼ì â ñëó÷àå p ∈ (0; 1) îíè íèãäå íå
äèôôåðåíöèðóåìû.

2) Äëÿ p ∈ (0; 1) ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Sp ðàâåí 2p/(3p(2p − 1))
è äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ âèäà q + 1/3 è q + 2/3, ãäå q ∈ Z,
à ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ðàâåí 0 è äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â öåëûõ òî÷êàõ.

3) Ïðè p ∈ (0; 1] ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ Òàêàãè Sp óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèô-
ìè÷åñêîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà |Sp(x)−Sp(y)| ⩽ C·|x−y|p· log3

(
1/|x−y|

)
c íàèìåíüøåé êîíñòàíòîé C = 2p/(2p−1). Îòñþäà âûòåêàåò ½îáû÷íîå�
óñëîâèå Ã¼ëüäåðà äëÿ Sp.

4) Â ñëó÷àå p ∈ (0; 1) â äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, è òîëüêî â íèõ,
ôóíêöèÿ Sp äîñòèãàåò ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà R, à â òî÷êàõ
âèäà q/(3·2n), ãäå n ∈ {0, 1, 2, . . .}, q � öåëîå è íå äåëèòñÿ íà 3, Sp

äîñòèãàåò ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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